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SUBIECTUL I

(30 de puncte)
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Din (*) rezultd concluzia. 1p
3z—1_3-—2z g’ —bz+7
2. > <~ >0 (2— 2z — 3 0. 4
22-3- 2-z (2—z)(2z-3) = (2-2)(2e-3)> P
Concluzie: ¢ € (; 2) . 1p
3. toz+1= flz+2)+ f(z) =V2f(z+1) = 2f(z) — V2f(z — 1), Vz ER. 2p
Asadar, f(z+4) = f(z +2) - V2f(z + 1) = —f(z), Vo € R, 2p
Prin urmare, f(z + 8) = f(z), Vz € R, deci functia este periodici. 1p
4. Cazuri posibile: 3% = 27. 1p
f(1) — 2 posibilitdti, f(2) — 3 posibilitdti, f(3) — 3 posibilitati. 2p
Deci cazuri favorabile: 2-3-3 = 18. 1p
Concluzie: probabilitatea cerutd este 18/27 = 2/3. 1p
. 2(m—2)—m —1] _|m —5|
5. dist(A,dr) = = . 3
(4, dr) V2T 12 V5 P
Cum dist(4,dr) = /6 = |m — 5| = 5. 1p
Concluzie: m = 0 sau m = 10. 1p
6. y = 2z: este de ajuns s3 rezolvim ecuatia siny + sin(3y) = sin(2y) (*) in [0, 8~]. 0.5p
Avem sin y + sin(3y) — sin(2y) = 2sin(2y) cosy — sin(2y) = sin(2y) (2 cos(y) — 1). 3p
Agadar (*)<= sin(2y) = 0 sau cos(y) = %, deci y € {%r | & € {o,..., 16}} U | 1p
{g + 2k, 5?” +2k7 | & € {0, 1,2,3}}.
Concluzie: z € {k% | k €A{o,..., 16}} U {% + k, 5% +km | k€ {0,1, 2,3}}. 0.5p




SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

l.a)| detA=m? -1 2p
det(A%) = (det 4)? = (m® — 1)° 1p
m*-1)?=lem®-1=2lem®c{0,3} eme{0,3}. 2p
b) Pentru m = 0, det A = —1, iar 1p
i1 -i
=3 1 -3 3p
-2 -1 1
-1 -1 1
Concluzie: At = (detA)™"A* = -2 -1 2 1p
2 1 -1
-1 -1 1 -2 3 -2
c) | X=A'AX)=-2 -1 2 i)=17 )= 2 5p
5 1 -i)\2 = 0

2.a)| frg=gxfe fogt+n(gof)=gof+n(fog)e(n-1)(gof)=(n—-1)(fog) (*) 2p

Dacd n = 1, relatia (*) este evident satisficutd pentru orice f,g € F. 1p
Dacd n # 1, existd f,g € F astfel incit go f # f o g (de exemplu f =0, g = 1). 1p
Concluzia: * este comutativd dacd §i numai dacd n = 1. 1p

b) Fie f,g € F. Atunci (f * g)*idz = (n+1) (fog+n(go f)) = (n+1) (fo g)+n(n+1)(go f), | 3p

iar fx*(gxidz) = f*((n+1)g) = fo((n+1)g) +n(((n+1)g)e f)
=fo((n+1)g9)+n(n+1)(go f)

Agadar, pentru ca operatia * s3 fie asociativi, trebuie s avem (n+1) (f o g) = fo((n+ 1)g).

Dac3d in aceastd relatie ludm f = 1, obfinem n + 1 = 1, de unde n = 0.

Reciproc, dacd n = 0, atunci * coincide cu o, care este asociativa. 1p
Concluzie: * este asociativd dacd si numai dacd n = 0. 1p
c) Dacd n = 0, atunci * coincide cu o, iar elementul neutru este functia identitate idz. In plus, | 1p

elementele simetrizabile ale lui F sunt functiile inversabile (sau bijective).

S& presupunem cd n # 0. Dacd * ar avea un element neutru e, atunci am avea e xidz = idz, | 3p
adicd (n+ 1)e = idz, de unde n = —2 gi e = —idy.

Pe de altd parte, in acest caz ar trebui si avem §i f*(—idz) = (—idz) * f pentru orice f € F,
adicd f o (—idz) = (—1idz) o f, cf. calculelor de la punctul a). Dar acest lucru inseamnd cd
orice functie din F este impard, ceea ce este evident fals.

Concluzie: * admite element neutru dacd si numai dacd n = 0. 1p




SUBIECTUL al IIl-lea (30 de puncte)

1.a)| Datoritd faptului cd functia arctg este strict crescdtoare, punctele de extrem local sunt | 1p

2
z
leagi si d lagi ti le f ieih:R—> R, h(z) = ———.
aceleasi si de acelagi tip cu ale functiei , h(z) R
Observam cd m = $+%+1 > 0, Vz € R*. Prin urmare, prin acelasi gen de rationament, | 2p

h are un punct de extrem local Intr-un punct zo € R* daci si numai dacd zo este punct de
. 1 1 . . . 1

extrem local pentru functia R* 3 z — — + — +1, adicd dacd §i numai dacd — este punct
z T Zo

de extrem local pentru functia R 3 z — z2 4+  + 1. Cum unicul punct de extrem local al

. .. 1 .. .
acestei functii este —3 (punct de minim global), rezulti ci unicul punct de extrem local al

functiei h pe R* este 2o = —2 (punct de maxim global).
In 2o = 0: cum A(z) > 0= h(0), Vz € R, 2o = 0 este punct de minim global pentru A. 1p
Concluzie: punctele de extrem local ale lui f sunt —2 i 0. 1p
b) Functia g este continud pe R, deci graficul functiei g ar putea avea asimptote doar la +oo. 1p
2
Avem li = 1 Jz)= li —arctg lim ——  —arctgl = ~.
vem lim o) = g J(V%) = lim (o) =arcig Uy =ergl=gn | o

Concluzie: graficul functiei g are doud asimptote orizontale, una in —oo, una in +o0o0, ambele | 1p
de ecuatie y = %

1 . 1 1 1 (z+1)—z
ey el O] = - e e |
©) f(@) angziz-q-%-kl’ eci tg | f z 224z+1 1+(z+1)z 1+ (z+1)z 5p
. . t —t
Observam analogia cu formula binecunoscutd tg(u — v) = %, u,v € [0, g) 2p

Pentru z > 0, ludm u = arctg(z + 1), v = arctgz.

Evident, u,v € [0, §), deci tg(u — v) = fe+tl)-z _ tg[f(lﬂ Cum 0 <u—v< I,
z

1+ (z+1)z 2
u—v= f(l) Am obtinut astfel formula f<l> = arctg(z + 1) — arctgz, Vz > 0.
z z
Astfel, f(%) + f(%) + -+ f(%) = (arctg2 — arctgl) + (arctg3 — arctg2) + --- + | 1p
+ (arctg(n + 1) — arctg n) = arctg(n + 1) — arctg 1 = arctg(n + 1) — %
. . 1 1 1 . T T W w
Concluzie: Jin;o (f(I) + f<§> + o+ f(;)) = T}ergoarctg(n+ 1) — 13 11 0.5p
i i 1
| he [ T gl mra 1 5
o Z2+4z+5 2 J, z¥+4z+5 o (@+2)241
I = %an — 2(arctg(3) — arctg(2)). 2p
b) Se poate observa c& Ipy2 + 4lpy1 + 51, = %,Vn € N (x). 2p
n
in plus, se poate ardta c& girul (I»)nen este unul descrescitor: In,41 < I,,Vn € N. 1p
Astfel din (*) vom avea L 1 < 10I,, respectiv _1'_1 > 101 p4o. 2p
n
c) | CumI <¥VnEN*:>I <1t _vn>2 2
"= 10(n + 1) "=10(n-1) =7 P
Pe de altd parte, I, > # Asadar avem _r <I,< ¥,Vn > 2. 2p
10(n+1) 10(n+1) 10(n—1)
Inmultind cu n gi aplicand criteriul clegtelui, vom obtine lim nl, = 11—0 = f(2). 1p

n— oo




