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Barem de corectare la MATEMATIC�

- Se acord  10 puncte din o�ciu.

- Pentru orice soluµie corect , chiar diferit  de cea din barem, se acord  un punctaj corespunz tor.

SUBIECTUL I (30 de puncte)

1. z2 = z � 1, z4 = (z2)2 = z2 � 2z + 1 = z2 � z + 1� z = �z. Deci z4 = �z (*). 2.5p

z2 + 1� z

z
= 0) �z =

1

z
� 1: 1.5p

Din (*) rezult  concluzia. 1p

2.
3x� 1

2x� 3
� 3� 2x

2� x
() x2 � 5x+ 7

(2� x)(2x� 3)
� 0() (2� x)(2x� 3) > 0. 4p

Concluzie: x 2
Å
3

2
; 2

ã
: 1p

3. x! x+ 1) f(x+ 2) + f(x) =
p
2f(x+ 1) = 2f(x)�p2f(x� 1); 8x 2 R. 2p

A³adar, f(x+ 4) = f(x+ 2)�p2f(x+ 1) = �f(x); 8x 2 R. 2p

Prin urmare, f(x+ 8) = f(x); 8x 2 R, deci funcµia este periodic . 1p

4. Cazuri posibile: 33 = 27: 1p

f(1)! 2 posibilit µi, f(2)! 3 posibilit µi, f(3)! 3 posibilit µi. 2p

Deci cazuri favorabile: 2 � 3 � 3 = 18. 1p

Concluzie: probabilitatea cerut  este 18=27 = 2=3. 1p

5. dist(A; dr) =
j2(m� 2)�m� 1jp

22 + 12
=
jm� 5jp

5
. 3p

Cum dist(A; dr) =
p
5) jm� 5j = 5. 1p

Concluzie: m = 0 sau m = 10: 1p

6. y = 2x: este de ajuns s  rezolv m ecuaµia sin y + sin(3y) = sin(2y) (*) în [0; 8�]. 0.5p

Avem sin y + sin(3y)� sin(2y) = 2 sin(2y) cos y � sin(2y) = sin(2y) (2 cos(y)� 1). 3p

A³adar (*)() sin(2y) = 0 sau cos(y) =
1

2
, deci y 2

ß
k�

2
j k 2 f0; : : : ; 16g

™
[ß

�

3
+ 2k�;

5�

3
+ 2k� j k 2 f0; 1; 2; 3g

™
.

1p

Concluzie: x 2
ß
k�

4
j k 2 f0; : : : ; 16g

™
[
ß
�

6
+ k�;

5�

6
+ k� j k 2 f0; 1; 2; 3g

™
. 0.5p



SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)

1.a) detA = m3 � 1̂ 2p

det(A2) = (detA)2 =
(
m3 � 1̂

)2
1p(

m3 � 1̂
)2

= 1̂, m3 � 1 = �1̂, m3 2 {0̂; 2̂}, m 2 {0̂; 3̂} : 2p

b) Pentru m = 0̂, detA = �1̂, iar 1p

A� =

Ñ
1̂ 1̂ �1̂
2̂ 1̂ �2̂
�2̂ �1̂ 1̂

é
. 3p

Concluzie: A�1 = (detA)�1A� =

Ñ�1̂ �1̂ 1̂
�2̂ �1̂ 2̂
2̂ 1̂ �1̂

é
. 1p

c) X = A�1(AX) =

Ñ�1̂ �1̂ 1̂
�2̂ �1̂ 2̂
2̂ 1̂ �1̂

éÑ�2̂
1̂
2̂

é
=

Ñ
3̂
7̂
�5̂

é
=

Ñ�2̂
2̂
0̂

é
: 5p

2.a) f � g = g � f , f � g + n (g � f) = g � f + n (f � g), (n� 1) (g � f) = (n� 1) (f � g) (*) 2p

Dac  n = 1, relaµia (*) este evident satisf cut  pentru orice f; g 2 F . 1p

Dac  n 6= 1, exist  f; g 2 F astfel încât g � f 6= f � g (de exemplu f � 0, g � 1). 1p

Concluzia: � este comutativ  dac  ³i numai dac  n = 1. 1p

b) Fie f; g 2 F . Atunci (f � g)�idZ = (n+1) (f � g + n (g � f)) = (n+1) (f � g)+n(n+1) (g � f),
iar f � (g � idZ) = f � ((n+ 1)g) = f � ((n+ 1)g) + n (((n+ 1)g) � f)

= f � ((n+ 1)g) + n(n+ 1) (g � f).
A³adar, pentru ca operaµia � s  �e asociativ , trebuie s  avem (n+1) (f � g) = f �((n+ 1)g).
Dac  în aceast  relaµie lu m f � 1, obµinem n+ 1 � 1, de unde n = 0.

3p

Reciproc, dac  n = 0, atunci � coincide cu �, care este asociativ . 1p

Concluzie: � este asociativ  dac  ³i numai dac  n = 0. 1p

c) Dac  n = 0, atunci � coincide cu �, iar elementul neutru este funcµia identitate idZ. În plus,
elementele simetrizabile ale lui F sunt funcµiile inversabile (sau bijective).

1p

S  presupunem c  n 6= 0. Dac  � ar avea un element neutru e, atunci am avea e � idZ = idZ,
adic  (n+ 1)e = idZ, de unde n = �2 ³i e = � idZ.
Pe de alt  parte, în acest caz ar trebui s  avem ³i f �(� idZ) = (� idZ)�f pentru orice f 2 F ,
adic  f � (� idZ) = (� idZ) � f , cf. calculelor de la punctul a). Dar acest lucru înseamn  c 
orice funcµie din F este impar , ceea ce este evident fals.

3p

Concluzie: � admite element neutru dac  ³i numai dac  n = 0. 1p



SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)

1.a) Datorit  faptului c  funcµia arctg este strict cresc toare, punctele de extrem local sunt

acelea³i ³i de acela³i tip cu ale funcµiei h : R! R, h(x) = x2

1 + x+ x2
.

1p

Observ m c 
1

h(x)
=

1

x2
+

1

x
+1 > 0; 8x 2 R�. Prin urmare, prin acela³i gen de raµionament,

h are un punct de extrem local într-un punct x0 2 R� dac  ³i numai dac  x0 este punct de

extrem local pentru funcµia R� 3 x 7! 1

x2
+

1

x
+ 1, adic  dac  ³i numai dac 

1

x0
este punct

de extrem local pentru funcµia R 3 x 7! x2 + x + 1. Cum unicul punct de extrem local al

acestei funcµii este �1

2
(punct de minim global), rezult  c  unicul punct de extrem local al

funcµiei h pe R� este x0 = �2 (punct de maxim global).

2p

În x0 = 0: cum h(x) � 0 = h(0); 8x 2 R, x0 = 0 este punct de minim global pentru h. 1p

Concluzie: punctele de extrem local ale lui f sunt �2 ³i 0. 1p

b) Funcµia g este continu  pe R, deci gra�cul funcµiei g ar putea avea asimptote doar la �1. 1p

Avem lim
x!�1

g(x) = lim
x!�1

f( 3
p
x) = lim

x!�1
f(x) = arctg lim

x!�1

x2

1 + x+ x2
= arctg 1 =

�

4
. 3p

Concluzie: gra�cul funcµiei g are dou  asimptote orizontale, una în �1, una în +1, ambele
de ecuaµie y =

�

4
.

1p

c) f(x) = arctg
1

1

x
2 + 1

x
+ 1

, deci tg
[
f
( 1
x

)]
=

1

x2 + x+ 1
=

1

1 + (x+ 1)x
=

(x+ 1)� x

1 + (x+ 1)x
. 1.5p

Observ m analogia cu formula binecunoscut  tg(u � v) =
tgu� tg v

1 + tgu � tg v , u; v 2
[
0;
�

2

)
.

Pentru x > 0, lu m u = arctg(x+ 1), v = arctg x.

Evident, u; v 2 [0; �
2
), deci tg(u � v) =

(x+ 1)� x

1 + (x+ 1)x
= tg

[
f
( 1
x

)]
. Cum 0 < u � v <

�

2
,

u� v = f
( 1
x

)
. Am obµinut astfel formula f

( 1
x

)
= arctg(x+ 1)� arctg x, 8x > 0.

2p

Astfel, f
(1
1

)
+ f

(1
2

)
+ � � � + f

( 1
n

)
= (arctg 2� arctg 1) + (arctg 3� arctg 2) + � � � +

+(arctg(n+ 1)� arctgn) = arctg(n+ 1)� arctg 1 = arctg(n+ 1)� �

4
.

1p

Concluzie: lim
n!1

Å
f
(1
1

)
+ f

(1
2

)
+ � � �+ f

( 1
n

)ã
= lim

n!1
arctg(n+ 1)� �

4
=

�

2
� �

4
=

�

4
. 0.5p

2.a) I1 =

Z
1

0

x

x2 + 4x+ 5
dx =

1

2

Z
1

0

2x+ 4

x2 + 4x+ 5
dx� 2

Z
1

0

1

(x+ 2)2 + 1
dx 3p

I1 =
1

2
ln 2� 2(arctg(3)� arctg(2)): 2p

b) Se poate observa c  In+2 + 4In+1 + 5In =
1

n+ 1
; 8n 2 N (�). 2p

În plus, se poate ar ta c  ³irul (In)n2N este unul descresc tor: In+1 � In; 8n 2 N. 1p

Astfel din (�) vom avea
1

n+ 1
� 10In, respectiv

1

n+ 1
� 10In+2. 2p

c) Cum In+2 � 1

10(n+ 1)
; 8n 2 N� ) In � 1

10(n� 1)
; 8n � 2: 2p

Pe de alt  parte, In � 1

10(n+ 1)
. A³adar avem

1

10(n+ 1)
� In � 1

10(n� 1)
; 8n � 2: 2p

Înmulµind cu n ³i aplicând criteriul cle³telui, vom obµine lim
n!1

nIn = 1

10
= f(1): 1p


