ANEXA
ANEXA

MATRICE SI DETERMINANTT

Fie Kun corp sim, n € N* =N\ {0}.
Tabloul dreptunghiular

a1 d1p ... 4y
dn dryy ... QaAjp . )
A= f ,unde a;; € K,1=1,m,j= 1,n,
_aml am2 amn_

se numeste matrice de tip (m, n) cu elemente din corpul K.
Multimea matricelor cu m linii $i n coloane cu elemente din K se
noteaza cu

mmn(K) = {A = [aij] | aij & K, 1= l,m,j = l,n}

In cazul particular m = n matricele se numesc patratice si

multimea lor se noteaza M, (K).

Elementele multimii 11,,;(K) se numesc matrice (vector)
coloana, iar elementele multimii M;,(K) se numesc matrice
(vector) linie. Multimea 1M,,(K) se identifica cu K.

O matrice A € M,,,(K) se numeste diagonald daca a; = 0,

1#j,1=1m,j=1n siexistai € {I, 2, ..., min(m, n)} astfel incat

a; # 0. O matrice diagonala A € M ,(K) are forma

_all 0 0
0 3.22 0 . - .
A= si se noteaza A = diag (a;;, a, ... , aun)-
0 0 ..oa

Doud matrice A = [a;], B = [b;j] € M,,n(K) sunt egale daca

ajj :bija Vi= l,m,j = 1,I1.
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MATRICE §I DETERMINANTI

Operatia internd de adunare "+": TM,,,,(K) XM ;,n(K)—> M ,,,(K)
definitd prin C = A + B, unde ¢; = a; + by, 1 = 1,m, j = Ln,

determina pe M, (K) o structurd de grup comutativ. Elementul
neutru este matricea nula O,,, care are toate elementele O;
elementul simetric al matricei A = [a;;] € M,,(K) este

-A= [—aij] - mmn(K)
Operatia de inmultire "": M,(K) X M,,(K) — M, (K),

n
definitd prin D = AB, unde D = [dj], d;; = Zaikbkj ,i=1m,j=1,p,
k=1

are urmatoarele proprietati:
A(BC)=(AB)C, VA € Mn(K), B € M,,(K), C € M,,(K);
AB+C)=AB+AC, VA € M,n(K), B, C € M,,,(K);
(A+B)C=AC+BC, VA,B € M,,(K), VC € M,,(K).
Operatia de inmultire a matricelor este operatie internd pe
multimea M ,(K).
Tripletul (M (K), +, *) are o structurda de inel necomutativ cu

unitate. Elementul unitate din 11 ,,,,(K) este matricea unitate

l,pentrui=j . _
I, = [6ii], unde 6;; = ~ 7, adica
0, pentru 1 # |
1 0 .. O]
0O 1 .. O
I,=
0 0 .. 1

Operatia externd de inmultire "": KXM ,,(K)—>M,.,(K)
definita prin C = aA, unde C = [¢;], ¢ = aa;;, 1= 1,m, j = L,n, are
urmatoarele proprietati:

a(BA) = (aP)A,
o(A + B)=0A + aB,
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ANEXA

(o + B)A = aA + BA,

I'A =A,
pentru VA, B € M.(K), Va, B € K, unde 1 este elementul
unitate din K.

Operatia "()"'": M n(K) = M,m(K) definitd prin

Al = [a;i], pentru A = [a;], 1= I,m, j = I,n, se numeste operatia de
transpunere si are urmatoarele proprietati:

(A) = A;

(A+B)'=A'+Bj}

(0A)' = aA'; (AB)' = B'A' (daca produsul are sens),
pentru VA, B € M..(K), Va € K.

Se numeste urma (trace) matricei A = [a;] € M ,(K) suma

elementelor de pe diagonala principald si se noteaza trA = iaﬁ.
i=1
Pentru VA, B € M,(K), Va, B € K au loc relatiile:
trA = trA";
tr(aA + BB) = atrA + PtrB;
tr(AB) = tr(BA).
Se numeste determinantul matricei A = [a;] € M,(K)

elementul det A € K definit prin

a1 d1p ... dqq
B dy1 dpy ... doq _
det A= = Z S(S)als(l)azs(z)...ans(n) R
LY LY LS LY Sesn
Ayl A2 .- Ayp
unde suma se calculeaza dupa toate cele n! substitutii ale multimii
{1, 2, ..., n}, iar &(s) este signatura substitutiei s.

Se numeste minor de ordinul k al matricei A € 1 ,(K)

determinantul asociat matricei de ordinul k formata cu elementele
care se afla la intersectia a k linii s1 a k coloane fixate din A. Daca
liniile si coloanele fixate sunt 1; <i, <... <1 $1j; <Jr < ... <]k,
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MATRICE §I DETERMINANTI

atunci minorul de ordinul k este

g Hgy o By
a. - a U PR
Ion ij 12Jk
Mk: 12]2 )
it g, o Hkdk

Se numeste minor complementar lui M, minorul de ordin
n - k, care se obtine din A prin suprimarea liniilor si coloanelor
corespunzatoare lui M,.

Se numeste complementul algebric al minorului M,

minorul Mk dat de relatia

M'k - (_ I)S Mka
unde s =1; + 1, + ... + ;. + j; + Jo» + ... + Ji, adica suma indicilor
liniilor s1 coloanelor din M.

Complementul algebric al elementului a; se noteaza Aj; si

este
A;i = (- 1) M;;, unde M;; este minorul complementar lui aj;.

Daca A = [a;;] € M (K), atunci
n n
(det A)éij = kz aikAJ-k Sau (det A)Sij = kz akiAkj ) unde
=1 =1

- pentru 1 = j prima (a doua) formula reprezinta dezvoltarea
determinantului det A dupa elementele unei linii (coloane);

- pentru i # j prima (a doua) formula arata ca suma produselor

elementelor unei linii (coloane) prin complementii algebrici ai altei
linii (coloane) este nula.

Daca M, M, ... , M, unde p = Clé, sunt minorii de ordin k<n
care se pot forma cu elementele a k linii (coloane) fixate si M'l,
M2 y e M'p sunt complementii lor algebrici, atunci
n '
det A= Z MkMk .
k=1
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ANEXA

adica determinantul unei matrice este egal cu suma produselor
minorilor de pe k linii fixate ale matricei prin complementii lor
algebrici (teorema lui Laplace).

Folosind regula lui Laplace se poate demonstra ca

det AB = det A" det B, pentru VA, B € M (K).

Multimea SL(n, K) = {A € M (K) | det A= 1},
unde K este un corp si 1 € K este elementul unitate din K,

formeaza un grup in raport cu operatia de inmultire a matricelor,
numit grupul liniar special.

Numarul r € N se numeste rangul matricei A € M ,,,(K)
(r =rang A) dacd sunt indeplinite conditiile:

- exista un minor nenul de ordinul r,

- tofi minorii de ordin mai mare decat r sunt egali cu zero
(ceea ce este echivalent cu faptul ca toti minorii de ordin r + 1 sunt
egali cu 0).

Din definitie rezulta ca

0 <rang A <min{m, n}, pentru VA € M,,(K) (rang O,,, = 0).

Se numesc transformari elementare ale liniilor (coloanelor)

unei matrice A € TM,,,(K) urmatoarele operatii:

1. Schimbarea a doua linii (coloane) intre ele.

2. Inmultirea unei linii (coloane) cu un scalar nenul.

3. Adunarea elementelor unei linii (coloane) la elementele
altei linii (coloane) inmultite cu un scalar.

Doua matrice A, B € M,,,(K) se numesc echivalente daca

"nn
~

au acelasi rang; se noteazd cu A ~ B. Relatia
echivalenta algebrica.

Rangul unei matrice este invariant la transformari elementare,
deci doud matrice care se obtin una din alta prin transformari
elementare sunt echivalente.

este o relatie de
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MATRICE §I DETERMINANTI

Pentru determinarea rangului unei matrice A € M ,,(K) se

aplica transformari elementare asupra liniilor (coloanelor) pana se
obtine o matrice diagonald. Rangul matricei A va fi egal cu numarul

elementelor nenule de pe diagonala principala

Exemplu. Sa se determine, folosind transformari elementare,

rangul matricei

1 -2 3

-1 1

-5 8
0 -1

-1 1

A

L2-2L1

L3+2L1 -

L4-6L1
L5+L1

~

Solutie. A

-1 -1 -2
0 -2 -2
-4 3 -—1].
2 -7 =5
-1 2 1

1 -2
0 3

0 -9
0 12
0 -3

3 -1
~5 2
14 -6
~19 8
4 -2

-1 =2
0 2
1 -5
-1 7
I -1

C2+2C1
C3-3C1
C4+Cl
C5+C1
C6+2C1

(transformari elementare asupra coloanei 1 conduc direct la
a;; =0, j =1, 6, fara schimbarea celorlalte elemente a;;, 1=2,5, j=2,6)

1 0 0 0 0 O 1 O
— C2:3
0 3 5 2 0 2 c4:20 1
~0 -9 14 -6 1 -5|~1]0 -3
0 12 -19 8 -1 7 0 4
0 -3 4 -2 1 -1 0 -1
L3+3L2F - -
Lo a1 0 0 0 0 0 syl O
Ls+L2 {0 1 0 0 O O |L5-L3]0 1
~ 100 -10 1 1 ~ 10 0
00 1 0 -1 -1 00
00 -10 1 1 00
Deci rang A = 3.
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0 0
-5 1
14 -3
~19 4
4 -1
0 00
0 00
100
0 00
0 00

0 0
0 2
1 -5|~
-1 7
1 -1]
.

0

0.

0

O_




ANEXA

Probleme propuse. Sa se determine rangul matricelor:

3
4

9
-8
-5

6

—_— O = N

e \® B e i e LY

—4
5

N = W

—3]
2
-2 |; R.rang A = 3.

; Rorang A =4.

; Rirang A =4.

-2 |; R.rang A =3.

; Rirang A =4.
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MATRICE §I DETERMINANTI

(1 3 2 -1 2 0]
2 4 1 0 -3 0
6. A=|-3 2 -1 -2 1 I |; R.rang A =3.
6 3 1 3 -9 -1
-7 3 -1 -5 7 2]

Se numeste inversa unei matrice A € 1M ,(K) matricea notata
A", care satisface relatiile AA™' = A'A =1,.

O matrice A = [a;] € M,(K) este inversabild dacd si numai
dacd ea este nesingulari, adici det A # 0. In acest caz inversa se
calculeaza cu formula

A=

= A*
det A
unde A* este matricea adjuncta, A* = [A;], J, 1 = 1,n (Aj este
complementul algebric al lui a;).

9

Multimea GL(n, K) = {A € M (K) | det A + 0}
formeaza un grup in raport cu operatia de inmultire a matricelor,
numit grupul liniar.
Au loc proprietatile:
(A=A,
(@A) '=a ' A,
(AB) '=B'A",
(A" '= (A", pentru VA, B € GL(n, K).
Se poate determina inversa unei matrice A € GL(n , K)

folosind transformari elementare. Se bordeaza A cu matricea
unitate I, obtindndu-se matricea [A | 1,], care prin transformari

0 0 o0 —1 . -
elementare numai asupra liniilor se aduce la forma [ I, |A™], adica

Al L]~ ... ~[1,]A"].
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La pasul 1, pentru usurinta calculelor, se urmareste ca a;; = 1
(prin schimbari de linii, combinatii liniare de linii, impartirea prin
a;;). In continuare, prin transformari elementare asupra liniei 1, se
obtin elementele a;; =0, = 2,n.

La pasul 2 se obtine a,, = 1 si prin transformari elementare
asupra liniei 2 se obtin elementele a;; = 0, ) = 3,_n

La pasul 1 se obtine a; = 1 si prin transformari elementare
asupra liniei i se obtin elementele a; =0, =1,2, ..,1- 1,1+ 1,..., n.

Exemplu. Sa se afle, folosind transformari elementare, inversa
matricei

2 1 0 2
-2 -1 3 0
A= :
-2 -2 1 -3
1 1 0 2
(2 1 0 1 0 0 0]
. -2 -1 3 00 1 0 O|LleL4
Solutie. [A| I4] = ~
-2 =21 =-3]0 0 1 0
1 1 0 210 0 0 1
B TL2+2L1[ ]
102000157541 10290001 .-
-2 -13 01010042110 1 3 4 (010 2 |L4+L2
-2-21-3]0010 0011|001 2
2 102 (1000 0-10-21100-2]

[ -3 — _ _1|L1+L3
10-3-2(0-10—1]LF3
01 3 4 (01 0 2 |L43L3
001 1]00°1 2
003 211100
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MATRICE §I DETERMINANTI

1. A

2.A

3.A

4. A

5.A

(1001
0101
0011

0001

1

~1-13 6

I 1 1
1 -1 -1
-1 1 -1
-1 -1 1

0 -1 3 5

0 0 I 2

2 3
-1 0 R.A!=
2 1

5 -2

2 -1R. A=
9 —4
-3 -5
—3 —4 R A=
4

1

|L1-L4
L2-L4

0 1 —3—4|L3-L4

-1
-1

1
1
3
5

8 —11 ;R.A_I:

-5 =7

;6. A
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4
3

1000
0100
0010
0001

-2

2
2
1

ot e ek

3
3
-2

-1
-2
-3

2

3
1
0

1
1
1

0 0 -1
2 -6 -10

1 -2 -4 |

-1-1 3 6

9

AV‘1

Probleme propuse. Sa se afle inversele matricelor:
[0




ANEXA

1 2 -1 -2

23 0 -1
7. A=

12 1 4

13 -1 0

O matrice A€M ,,,(K) se poate imparti in blocuri(submatrice)

ducand paralele la liniile si coloanele ei. Descompunerea in blocuri
sugercaza ideea de a considera matricea A ca o noud matrice,

numitd matrice de blocuri.
De exemplu matricea

a;; a1z | a3
dp; dpy i ans
A=
d3; dzp i asj
| d41 Q4 @ Ay3 |

poate fi considerata ca o matrice de blocuri, A = {

a;;  ap _313
unde All = |: ) A12 = s
dr; 4 | 423
a1 a3y ds3
A21 = { s A22 = .
dq1 Ay | 44

All
A21

Descompunerea unei matrice in blocuri nu este unicd, ea se

poate face in moduri diferite.

Doua matrice A, B € M ,,,(K) se numesc conforme daca sunt

descompuse in blocuri de acelasi tip.

A Ap A | Bi1 By Biq

A A A B B B
Daci A — | 21 A2 2q| g | B B 2q

_Apl Ap2 qu_ _Bpl Bp2 qu_
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MATRICE §I DETERMINANTI

sunt doud matrice conforme, atunci, prin definitie,

_A11+B11 AIZ +B12 A1q+B1q_
A, +B A,, +B .. A,,+B
A+B= 21 21 22 22 2q 2q ,
_Apl + Bpl Ap2 + sz qu + qu_
_aAll (1A12 (lAlq |
(XAzl (XA22 (XAzq

QAL OApLy . QAL |

Daci A = [Ay],i=Lp,j=1q,B=[Byl,i=1q,j=Lr,

q .
atunci C = AB = [Cy], Cj = 2 Ay By, 1=1,p,j=Lr (in ipoteza ca
k=1
exista produsele AyBy;, k= 1,q).
Se observa cd operatiile cu matrice de blocuri se efectueaza ca
si cum in locul blocurilor ar i numere.
Un caz particular de matrice impartita in blocuri este acela al

matricelor cvasidiagonale, adica

A 00
A=|0 .. 0],
0 0 Ay

unde A, A,, ... , A, sunt matrice patratice, in general de ordine
diferite, iar in afara lor toate elementele sunt zero.
In acest caz are loc relatia
det A =det A; det A, ... det A,

Cu matricele de acest tip operatiile se efectueaza mai usor. Daca

A0 0 B o o
A=]|0 0 0 0 |, atunci
0 0 Ay 0 0 By
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aA TP, 0 0
oA + BB = 0 0 | ,AB:
0 0 aA,+BB,

unde A;, B;, 1= 1,p, sunt blocuri de acelasi tip.
Se poate calcula inversa unei matrice nesingulare folosind
impartirea in blocuri.

A| B
Fie matricea S = {F’E} € GL(n, K) si inversa sa de forma

4 |QJL
S!= [V’T\JE GL(n, K),

unde A,Q € M,K),B,Lem, ,.,(K),C,MeM,_, ,K),
D,N e m,. ,K).
Din relatia
I [Opnp|_[A|B][Q|L]_[AQ+BM | AL+BN]|
Onpp| Iy c|p||[M|N]| [cQ+DM|CL+DN|
rezultd sistemul matriceal
() [AQ+BM =1,
(2)| AL+BN =0, ,_,
<
(3)|CQ+DM=0,_, ,
(4)|CL+DN=1I,_,

Din relatia (1), daca JA ™', atunci A" '(AQ + BM) = A~ 1Ip, de
unde Q=A""- A"'(BM).
Din relatia (2), daca JA ! atunci A” 1(AL + BN) = A 1Op, n-p» de
unde L =- A™'(BN).

Inlocuind L in relatia (4) rezulta N = (D - CA 'B)".

Inlocuind Q in relatia (3) rezulta M = - NCA" L

In concluzie, ordinea calculelor pentru aflarea lui S™' este:
-A"',CA"",CA'B,D-CA"'B,N=(D-CA 'B)y,M=-NCA"',
-A'B,A'BM,Q=A"-A"'BM,L=- A 'BN.
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MATRICE §I DETERMINANTI

Calculele se fac mai usor dupa urmatoarea schema:

X=A"'B

-1

Z'lz

b gle!

CA™!

D
B
Z

-D-CA'B

AT exzy | -xzT!

g

_7ly

Observatie. Metoda este utild in cazul in care A™' este usor de

calculat.

Exemplu. Folosind metoda impartirii in blocuri, sa se

|z

calculeze inversele matricelor:

1 1|11 1
0 2|2 1
a)S =
-2 2|10 -1
'3 1 |-1 0]

Solutie: a) Deoarece det S # 0 rezultd cd 3S™'. Consideram

1 1
A= B=
0
2 1]

, CA
0 1
1 2 0 1
CA B= ,D-CA B=
1 2
g1 172
N=(D-CA 'B) =2{

M—-NCA’I—%{

1

—7
10

1
,C
2 1}

2

5
—6!

|
{_32

;b) S =

-2 2
, D
.

-1
—20

2
_J’

-2

-2

1
2
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=11

-2

2

-1

1
2
1
4

{O

-1

-1
0

|




10

5 |-2
-6| 2

Folosind schema obtinem

o

0 -1
-1

112 -1
210 1

1 1
2 1

-2
Y =
.

>

-1

-1
-2

E

11-1 1
211 0

:

-6

!
e

2 3

222

11-2 11|
21 2 =2

b) Deoarece det S # 0 rezultd ca 3S'. Consideram

-1 0
— .D

4 o)
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A-l— _3 2 CA'I— 3 _2
2 -1 4 -3/
e [-1 -3 e 202
CA 'B= .D-CA''B= ,
-2 -5 6 5

_ gyl 1|72
N=({D-CA'By'=- ,
216 -2

h4=-NCA*=~3{7 _{}
2 9

-0 6| 6 -2

Probleme propuse. Sa se calculeze, folosind metoda impartirii
in blocuri, inversele matricelor de la problemele anterioare.

O matrice A = [a;] € M,(K) se numeste simetrica daca

A = A', adica aj = a;, Vi, J = 1,n. Notam multimea matricelor
simetrice cu X,(K).
O matrice A = [a;] € M,(K) se numeste antisimetricd daca

A'' = -A, adica a; = -aji, Vi, j = L,n. Notdm multimea matricelor
antisimetrice cu A, (K).
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Din definitie rezultd ca o matrice antisimetrica A € M (K)
are toate elementele de pe diagonala principala egale cu zero, adica
a; =0, Vi=1,n.

Urmatoarele afirmatii sunt adevarate:

a) A'A € 2,(K), VA €M (K).

b) a(A+AY) € 2,(K), VA € M(K), Va € K.
c) (A - A € AyK), VA € M,(K), Va € K.

d) A= %((A +AY+(A-AY), VA € M (K).

e)det A=0, VA € A,,.1(K), unde K este corp de caracteristica
diferita de 2.

f) Daca VA € Z,(K), (A € A,(K)), det A # 0, atunci
A ez, (K), (A € A(K)).

g) Fie A, B € 2,(K) (A, B € A, (K)). Produsul AB € X (K)
daca si numai daca AB = BA.

h) Fie A, B € A, (K). Produsul AB € A,(K) daca si numai daca
AB =- BA.

O matrice A = [a;] € M,(K) de forma

_all 0 0 0

ay; ay 0 0

A=la3y a3 asg 0
_anl a112 an3 ann_

se numeste triunghiulara inferior(a; = 0, j > 1). Multimea lor se
noteaza cu I, (K).
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MATRICE §I DETERMINANTI

O matrice A = [a;] € M,(K) de forma
(3 ap A3 .. Ay |

0 322 323 azn
A= 0 0 333 a3n

0 0 0 .. a

nn _|

se numeste triunghiulara superior(a;; = 0, j < 1). Multimea lor se
noteaza cu 3}, (K).
Se observa ca determinantul unei matrice triunghiulare este
egal cu produsul elementelor de pe diagonala principala.
O matrice triunghiulara are determinantul nenul daca si numai
daca toate elementele de pe diagonala principalad sunt nenule.
O matrice diagonala, A = diag (a;;, axp, ... , a,) este
triunghiulara inferior si superior.
Sunt adevarate relatiile:
a) A+B e 3, (K)(A+B e 3. (K), VA, B e 3,(K)
(VA,B € 3;,(K));
b) AB € 3! (K) (AB € 3% (K)), VA, B € 3! (K)
(VA,B € 33 (K));
A e ILK) (A € 35(K)), VA € 3L (K) (VA € 35 (K))
cudet A # 0.

Modul de calcul al inversei unei matrice A € 3 L (K)

(A € 3} (K)) cudet A # 0 este mai simplu.
Exemplu. Sa se afle inversa matricei

I 0 O
A=|-1 2 0.
3 -1 1
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ar 0 0

Solutie. Notand inversa matricei prin A™' = | ay; ay 0

relatia A”'A = I conduce la sistemele

—1 ay —ay =0
an = L,

az;—aszp) +3a33=0
2a,, =1’ {
azz; =1
2 0 0
In concluzie A'1=l I 1 0f.
2 -5 1 2

Orice matrice A = [a;] € M,(K) de forma

all a12 aln
dr1  aApx a)
A= n ,
_aml am2 amn_
A = 0. A= 20 A —detA =0
Ccu 1—311:/: , Ay = =+ A v et * R
dr; dAp

se poate scrie A = BC, unde B = [b;] € 3. (K) (B € 35 (K)) si
C =[c;] € F3(K) (C € T},(K)).

Descompunerea este unica daca se fixeaza elementele de pe
diagonala principald a uneia dintre matricele triunghiulare (de

exemplu se 1au egale cu 1).
Din egalitatea A = BC rezulta sistemul

n
(S) 2bjcyj=ay,1,j=Ln.
k=1

Deoarece b;; = 0 pentru j > 1 si ¢;; = 0 pentru j < 1, atunci
sistemul (S) se descompune n sistemele
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n
(Sl) Zbikckj :aij, 1 ZJ,_] = 1, 2, oo 1l
k=1

n
(Sz) Zbikckj :aij,i<j,i: 1, 2, e, - I.
k=1

Exemplu. Sa se scrie matricea
1 -1 2
A=|-1 2 3
1 3 -1
sub forma unui produs de doud matrice triunghiulare.
Solufie: Relatia A = T, T,, unde T, € 3. (K), T, € 3% (K),

b;; O 0 1 ¢ c3
Ti=]by by 0 [, To=10 1 co,
by; by, bis 0 0 1
se poate scrie
I -1 2 by bjicyn bjici3
-1 2 3 |=]by bycpp+by by1c3+ b3
I3 -1 b3 b3iCip +b3y  b3ici3 +b3yCs3 + b33

Se obtin sistemele:

b =1 bjicp =1 byic13 =2
by =-1, byiC1p +byp =2, by1C13 +bypcp3 =3
b3 =1 b3jcp +b3p =3 b3ic)3+b3pcys3 +byy =—1

care au solutiile:

b11:1 C12:—1 C13:2
byy=—1, by =1, qcp3=5
b31 :1 b32 = 4 b33 :—23
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1 0 O 1 -1 2
DeciT;=|-1 1 0 |, T,=10 1 5].
1 4 -23 0O 0 1

Observatie. Inversa unei matrice A € M (K), cu det A # 0,

scrisd sub forma A = T\T,, T, € S;(K), T, € 3;(K), se poate
determina mai usor din relatia A =171, L.

Doua matrice A, B € M, (K) se numesc asemenea si se

noteazd A =~ B dacd existd o matrice S € M (K), cu det S # 0,

astfel incat B = S 'AS.
Relatia de asemanare are proprietatile:
a) " =" este o relatia de echivalenta algebrica.

b) A=B = rang A =rang .
¢)A~B => A"~ B¥ Vk € N*.
d) A=B = P(A) = P(B),
unde P(A) = aol, + a)A + a,A* + ... +a,A", 3, €K, i= 0,n.

O matrice A € MyK), K = R sau K = C, se numeste
ortogonali daci AA'=1,.

Relatia din definitie este echivalentd cu A'A = I,,.

Orice matrice ortogonala A € M ,(K) este nesingulara si
det A==+1.

O matrice A € M (K) este ortogonala daca si numai daca A
este nesingulard si A = A",

Multimea GO(n, K) = {A € My K) | AA'=1,} formeazi un
grup fatda de operatia de inmultire a matricelor, numit grupul
ortogonal.
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Grupul matricelor
SO(n, K)={A € GO(n, K) |det A =1}
se numeste grupul ortogonal special.
SO(n, K) = GO(n, K) N SL(n, K).
Daca K = R, atunci GO(n, R) = GO(n) se numeste grupul
ortogonal real; SO(n, R) = SO(n).
Elementele unei matrice A = [a;] €GO(n, K) satisfac

n(n+1)
2

urmatoarele

conditii:

n
2 agay =9, 1,j=1Ln,
k=1

n
care sunt echivalente cu X ayay; = 6;, L,j=1,n.
k=1
Deci suma produselor elementelor corespunzatoare a doua
linii (coloane) distincte este 0, 1ar suma patratelor elementelor unei
lini1 (coloane) este 1, adica vectorii linie (vectorii coloand) sunt
versori ortogonali doi cate doi.
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